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Problemet

En jeep kan sammanlagt ta 200 liter bensin i tanken och i 16sa dunkar. Jeepen kan ga
2,5 km pa 1 liter bensin och skall koras till en punkt 1000 km in i en 6ken. Brénsle finns
bara vid startpunkten sa foraren maste placera ut bensin i depéaer liangs fardvigen for att
klara farden. Fragan dr hur mycket bransle det gar at och var depaerna skall placeras.

Problemets matematiska formulering

Lat oss kalla den maximala volym brénsle som bilen kan frakta for en volymsenhet och
den stricka bilen kommer pa en volymsenhet for en lingdenhet. Vi forlagger farden till
z-axeln sa att startpunkten och malet har koordinaterna 0 respektive d, dir d ar avstandet
mellan punkterna. Vi antar att den sammanlagda korstrackan &dr s langdenheter och att
den initiala depan innehaller b volymsenheter. Da dr d < s < b. Om X(¢) ar jeepens
position efter ¢ lingdenheter sa &r X en kontinuerlig funktion av ¢, X(0) = 0, X(s) = d
och 0 < X(t) <dda0 <t < s. Visiger att X dr en b-kurva om fiarden dr mojlig att
genomfora med b volymsenheter i den initiala depan.

Figur 1 visar hur kurvan ¢ — X(¢) kan se ut. Hela kurvan ligger pa z-axeln men har
i figuren strickts ut for att goras synlig. De vertikala delarna motsvarar enstaka punkter,
som har ldngden 0.
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Figur 1: x = X(¢)

Problemet kan nu formuleras som att for ett givet virde pa d finna en b-kurva X som
minimerar b.

Det kan tyckas vara naturligt att krdva att kurvan bara byter riktning dndligt manga
ganger. I problemets 16sning kommer vi med kurva att mena en sadan naturlig kurva och ge
ett bevis for att det finns en naturlig kurva som ger lika liten eller mindre bensinférbrukning
an alla andra naturliga kurvor. Det dr sant att det inte finns nagon annan (onaturlig) kurva,
som ger en liagre bensinforbrukning. Detta diskuteras i avsnittet om Banachs formel.
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Losningen

Problemet 16stes av N. J. Fine 1947 [2]. Den 16sning som presenteras hiir har jag inspirerats
till av en artikel fran 1970 av D. Gale [3].

I stallet for att direkt losa problemet loser vi forst det duala problemet, att for ett
givet viarde pa b finna en b-kurva X som maximerar d.

En strategi dr att flytta den ursprungliga depan vid punkten 0 till en punkt x litet
ndrmare malet. Den nya depan blir naturligtvis mindre eftersom en del brinsle gar at vid
forflyttningen. Farden utgors av ett antal tur- och returresor och slutligen en enkelresa
fran 0 till . Déarefter blir z utgangspunkt fér den fortsatta farden. Depan vid z flyttas
fram till en ny punkt &nnu litet ndrmare malet och s& fortsitter farden tills malet d &ar
natt och bensinen &r slut.

Definition 1 Lat ¢ vara ett reellt tal. Heltalsdelen [t] av ¢ defininieras som det storsta
heltalet n, sadant att n < t. Decimaldelen (¢) av ¢ definieras genom (t) =t — [t].

Sétt nu n = [b] och definiera punkterna xy, k = 0,1,...,n, sa att
(b)
€T =
"o+l
och )
Tp— X =—— k=0,1,2,...,n—1.
k Y

Vi skall visa att det dr mojligt att ta sig fran utgangspunkten 0 till d = zy genom att
successivt placera depéer i punkterna x,,xn_1,...,21. Om b = n dr ett positivt heltal sa

ar (b) = 0 och dérfor x,, = 0. I det fallet placerar vi den forsta nya depan i punkten z,,_.
Om b = 0 star jeepen i xg fran borjan.
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Figur 2: Depaer da n =3

Lemma 1 Lat k vara ett naturligt tal och c¢ ett reellt tal i intervallet (0,1]. Antag att
det finns b = k + ¢ volymsenheter vid punkten 2’ och att punkten z” ligger ¢/(2k + 1)
lingdenheter fran x’. Det gar da att resa fran 2’ till 2”7 pa ett sadant sétt att det efter
resan finns en depa med k volymsenheter i z”.

Bevis Foraren gor k tur- och returresor fran 2’ till 2”. Fore varje resa fyller han 1 volyms-
enhet i bilen. Framme i 2” deponerar han allt som finns kvar utom det som behovs for
aterfarden. Efter tur- och returresorna fyller han i de aterstaende ¢ volymsenheterna, gor
en enkelresa till ” och deponerar det som dr kvar. Farden motsvarar 2k + 1 enkelresor
som var och en kriver ¢/(2k + 1) volymsenheter. Déarfoér har ¢ volymsenheter forbrukats
och de resterande k volymsenheterna finns i depan vid z”. m

Lemma 1 visar att det &r mojligt att ta sig fran 0 till xg. Lat ndmligen som innan
n = [b]. Om b inte dr ett heltal sa dr 0 < (b) < 1. Sétter vi k = n, ¢ = (b), 2’ = 0 och
z" = x,, visar lemmat att en ny depa med n volymsenheter kan skapas i x,,. Om b = n 4r
ett heltal sa ar x, = 0. I vilket fall som helst sa finns det nu en depa med n volymsenheter
i z,. Om sedan ¢ = 1 séger lemmat att om det finns en depa med k + 1 volymsenheter
i 2/ = xpyq gar det att aka till 2”7 = x;, och dér skapa en ny depa med k volymsenheter.



Det gar alltsa att aka fran x,, till ,_1 och dér skapa en depa med n — 1 volymsenheter,
sedan aka till z,,_s och skapa en depa med n — 2 volymsenheter och fortsitta pa det sittet
tills malet xy natts. Farden fran depan fore x;, till x; krdver k tur- och returresor och en
enkelresa.

Definition 2 Vi definierar funktionen D genom

1 1 1 1 .

t>0.
1 3 5 2] -1 2] +1°  —

Den ovan beskrivna firden for jeepen till en punkt D(b) lingdenheter fran utgangs-
punkten. Detta &r i sjélva verket det maximala virdet av d for ett givet virde pa b. Innan
vi bevisar det behtver vi nagra hjélpresultat.

Lemma 2 Funktionen D é&r stringt vixande och dess virdeméngd &r [0, 00).

Bevis Att D &r stringt vixande dr sjdlvklart. Jimforelse med den harmoniska serien
visar att > o, 1/(2k — 1) &r divergent. Det foljer att D(n) — oo da n — oo. Vidare ér
det klart att D(¢t) > 0. Om x > 0 later vi n vara det storsta heltalet sadant att D(n) < x.
Dadraz=D(n)+c/(2n+1),dir 0 < c < 1. Med t = n + ¢ dr x = D(t) vilket visar att
x tillhor vardeméngden till D. m

Definition 3 Lat X : [a,b] — R vara en funktion. Da = € R skall vi med nx(z) mena
antalet rotter t € [a, b] till ekvationen X (¢) = z. Om ekvationen har odndligt manga rotter
sitter vi nx(z) = oo.

Ar det klart vilken funktion X som avses skriver vi bara n(x). Om X #r en jeepkurva sa
ar n(x) dndlig for alla z och noll utanfér intervallet [0,d]. Figur 3 visar funktionen n som
hor till kurvan X i figur 1.
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Figur 3: y = n(z)

Lemma 3 Antag att 0 < 2/ < 2” < d och att n(x) > m da 2’ < z < 2. Da &r den
sammanlagda lingden av de delar av kurvan X som ligger i [2/, 2] minst m(z” — 2/).

Bevis Vi paminner om att vi forutsitter att kurvan bara byter riktning &ndligt manga
ganger. Antag att kurvan inte byter riktning i intervallet [2/, "] utom méjligen i punkterna
=& <& <<€ <& =2". Se figur 4. Den kan dock byta riktning flera ganger
i var och en av dessa punkter och &ven komma in i och ut ur intervallet flera ganger.
Enligt forutsittningarna passerar kurvan varje intervall (§,_1,&k), & = 1,2,...,n, minst
m ganger. Lemmat foljer av att den sammanlagda lingden av dessa intervall #r 2/ — 2/. m
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Figur 4: x = X (¢), o’ <x < 2"
Sats 1 For ett givet b > 0 &r D(b) det maximala vardet av d.

Bevis Vi har redan visat att det finns en b-kurva som nar till punkten D(b). Det aterstar
att visa att d < D(b) for alla b-kurvor. Sitt n = [s], ddr s & kurvans ldngd, och lat
xg, k=0,1,...,n, vara den punkt i [0, d], som #r sadan att den sammanlagda lingden av
de delar av kurvan som ligger till hoger om xj &r k langdenheter. Da &r

0<z, <zp_1 <" <x1 <IT9 =d.

Den sammanlagda ldngden av de delar av kurvan som ligger mellan zj1 och xj, dr 1 langd-
enhet. Om 0 < z < x} gar det at en viss méngd bransle for firden fran x till z. For den
delen av firden som sker till hoger om zp krivs minst k volymsenheter bensin. For att
forsla detta bréansle forbi punkten x; maéaste jeepen passera punkten x minst k& + 1 ganger
i riktning fran 0 till d. Déarfér maste den passera punkten x minst k& ganger i den andra
riktningen. Jeepen maste alltsa befinna sig i punkten z minst 2k + 1 ganger. Den sam-
manlagda korstriickan i intervallet [zgy1, 2x], dir 0 < k < n — 1, dr dérfor enligt lemma 3
minst (2k + 1)(xg — xx+1) ldngdenheter. Eftersom korstréickan dr 1 langdenhet visar detta
att (2k + 1)(zp — xp41) < 1, dvs

_ < -
Tk $k+l_2k+17

Korstrickan i [0, z,] &r s — n = (s) lingdenheter och vi far pa samma sétt

(s)
2n+1

Ty =x, —0<

Eftersom d = zg = (vg — x1) + (£1 —22) + - -+ + (Xxp—1 — ) + T, sa &r

1 1 (s)
<44, = D(s).
d< 1+ ton 1 o1 Pl

—_

w

Enligt lemma 2 dr D vixande och eftersom s < b foljer det att d < D(b). m

Definition 4 Enligt lemma 2 ér D inverterbar. Vi sitter B = D~L.

I beviset till lemma 2 sag vi att B(z) = n + (2n + 1)(x — D(n)), dér n &r det storsta
heltalet sadant att D(n) < x.

Sats 2 For ett givet d > 0 &r B(d) det minimala vérdet av b.
Bevis Om by = B(d) sa &r d = D(bg) och sats 1 ger att jeepen kan komma d lingdenheter

in i 6knen pa by volymsenheter bensin. Enligt lemma 2 #r D(b) < D(bg) = d da b < by,
vilket visar att by &r den minimala volymen. B



I det inledande problemet &r en volymsenhet 200 liter, en lingdenhet 500 km och jeepen
skall kora 2 lingdenheter in i 6knen. Den minimala bensinvolymen &r B(2) volymsenheter.

Eftersom

D(?)—l+1+l+l+1+i+i—@
1 3 5 7 9 11 13 45045

och
1 91072

— ="
15 45045
sa dr n = 7 det storsta heltal for vilket D(n) < 2. Det foljer att

D(8) = D(7) +

2021 23042
3003 3003’

vilket motsvarar 4608400/3003 ~ 1534,6 liter. Deponeringspunkterna x = 2 — D(k), dér
k=17,6,...,1, dr 2021/45045, 422/3465, 67/315, 34/105, 7/15, 2/3, 1 och ligger omkring
22,4, 60,9, 106,3, 161,9, 233,3, 333,3 och 500,0 km fran startpunkten.

BR2) =7+ 2 -7T+1)(2—D(7)) =7+

Funktionerna D och B

Det ar ett vilkant faktum att

n
——Inn—~vy da n— oo,

k
k=1

dér v = 0,5772 ar Eulers konstant. Eftersom

n 2n n 2n n
1 1 1 1 1 1
D(n) = = - — — = - =z -
(n) Z 2k —1 k 2k k2 k
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
foljer det att
D(n)—-lnn— -+1In2 da n—oo

och det ar sedan enkelt att visa att

1
D(t)—glnt—>%+ln2 da t— oo.

Med t = B(z) far vi 2z —In B(x) — v+ 1n4 da x — oo, dvs

47" %B(x) -1 da x — oo.
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Banachs formel

Definition 5 En kontinuerlig kurva X : [a,b] — R kallas rektifierbar om
n
5= SlAlpZ | X (t) — X (te—1)| < o0,
k=1

dér supremum tas over alla indelningar A :a =t) < t; < -+ < tp—1 < t, = b av [a,b].
Talet s kallas i sa fall for langden av kurvan. Man séger ocksa att funktionen X &r av
begriansad variation och kallar s for totalvariationen av X.

Sats 3 Lat X : [a,b] — R vara en kontinuerlig rektifierbar kurva med lingden s. Da &ar
n = nx integrerbar i Lebesgues mening och

/_Z n(x)dx = s.

Denna sats bevisades 1925 av S. Banach [1].

Korollarium 1 Lat X : [a,b] — R vara en kontinuerlig rektifierbar kurva, s(t) lingden
av restriktionen av X till intervallet [a,t] och n = nx. Om o’ < 2" sa &r

/x/ n(x)dx = /M Lds(t),
dir M ={t € [a,b] ; 2’ < X(t) <z"}.

I 16sningen till jeep-problemet var det bara i lemma 3 det anvéindes att kurvan endast
byter riktning &ndligt manga ganger. Korollarium 1 visar att lemmat &r sant for alla
rektifierbara kurvor.
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